MA2115 Clase 11: Ecuaciones Homogéneas

Elaborado por los profesores
Edgar Cabello y Marcos Gonzalez

Definicion 1 Se dice que f(x,y) es una funcién homogénea de grado n, si existe un nimero real
n tal que

fte, ty) =t"f(x,y),

para todos los numeros reales t,x,y para los cuales ambas expresiones estan definidas.

Ejemplo 1 1. La funcion f(z,y) = /x> + y? es homogénea de grado n = 3/2. En efecto, para

1

f(te, ty) = V(P + (ty)? = VB (@ + %) = 203 + 2 = 7 f(z, y).

Es decir, f(tx,ty) = t3%f(x,y).

. La funcion f(x,y) = 23 + 4 es homogénea de grado n = 0. En efecto,
Y

tx x x
tr,ty) = — +4=— =t —+4) =4 .
f(tx, ty) 2ty+ % <2y+ ) flz,y)

Por lo tanto, f(tz,ty) =t°f(x,y).

. La funcién f(x,y) = 2*> + y*> + 1 no es homogénea. En efecto, por una parte, tenemos que

f(to, ty) = t22% + 22 + 1 = 2 (22 + y?) + 1 y, por otra parte, t"f(z,y) = t" (22 +y* +1) =
t" (z* + y?) + t" de donde

flta ty) —t"f(zy) =t (2P +9%) + 1—t" (2 + 2 + 1) = ( —t") (2 + y*) + 1 — "

Ast, si f(z,y) fuera homogenea, existiria n tale que (t* —t") (2> + y*) + 1 — t" = 0 para todo
t,x,y. En particular, para x =y = 0, tendriamos que 1 —t" = 0, de donde t™ = 1, para todo
t; es decir, n deberia ser 0, f(tz,ty) — f(x,y) = (1> — 1) (x* + y?) deberia ser 0, para todo
t,x,y, y llegariamos finalmente a la ecuacién 1 —t2 = 0, para todo t, la cual no se cumple.
En conclucion, f(x,y) no es homogénea para ningin grado n.

Ecuaciones diferenciales homogéneas

Definicion 2 Una ecuacion diferencial de la forma M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0 donde

M(tz,ty) = t"M(x,y)
N(tr,zy) = t"N(x,y)

se dice que es una ecuacion diferencial homogénea.

1



Una ecuacion diferencial de primer orden es aquéllas que se puede escribir en la forma

dy y

Z-r(Y). 1
dx x (1)

: . y du . -
Si hacemos y = ux 6 x = vy entonces il + T Asi, la ecuacién (1) se transforma en
x x
d
xﬁ = F(u) — u.

De esta forma reducimos la ecuacion homogénea a una ecuacién de variables separables.
Ejemplo 2 Resolver la ecuacion zy + y* = (222 + zy)y/'.

Solucién: La ecuacién zy + y? = (222 + xy)y’ la podemos escribir como

Yy (V)2
/:$y+y2:x+(x> x40
2$2+xy 2+y 9 E

xXr

Es decir, tenemos una ecuacién de la forma (1). Sea z = s Entonces, substituyendo z = Y enla
x T

ecuacién anterior y usando 3y’ = z + xz’ tenemos que

, z+ 22
Z+zx = |
24z
Por lo tanto,
. z+ 22 z+2%2—22— 22 —2
Z Ir= & 2 — =
2+ 2 242 2+ 2
0, equivalentemente,
2+zdz 1
2 dr

Integrando ambos miembros de esta tltima ecuacién, obtenemos
2 dx
/ (1 + —) dz = — [ —
z x
<2Injz|+2z = —Injz|+C
y ahora cambiamos la variable para obtener
2111‘%‘ +2= —Injz|+ C.
xl x
Finalmente, observemos que si x = 0 entonces y = 0 también es solucion.

Ejemplo 3 Resolver la ecuacion (z* — y*)dx — 2zydy = 0.
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Solucién: La ecuacién (22 —y?)dx—2xydy = 0 es homogénea. Sea y = ux, de donde dy = udx+xdu
y

0= (22 —y*)dr — 2zydy = (2 —u’2?®)dr — 2vux(udr + zdu)
= 2°(1 —u?)dr — 22%u(udr + zdu) = 2*(dz — v*dw — 2udr — 2zudu)

con lo cual z?(dx — v*dz — 2u*dz — 2xudu) = 0 y, en consecuencia, (1 — 3u?)dz = 2zudu. Por lo
tanto, podemos separar las variables en la forma

dx 2udu
T 1 —3u?

y ahora integramos para obtener
1 2
In |z| +§ln‘1—3u ’ =InC.

Por 1ltimo, haciendo el cambio de variable u = J y aplicando la exponencial en ambos miembros,
a2

obtenemos x* (1 23 <Q>2> =C.

T
Ejemplo 4 Resolver (z* — 3y?)dx + 2zydy = 0.
Solucién: (2 — 3y?)dx + 2xydy = 0 es homogénea.

dy  3y* —a dy 3y
dy 3y —a® _ dy 3y @

dx 2xy dr  2xy 2xy
dy_3(y) 1/ :>dy_3y | L
de 2 \z 2 \y dc 2 = 2 y/z

d d
Sea u = J 6 y = ux entonces . @, u+ x—u luego
x dx dx
n du 3 1
utr— = —u— —
dx 2 2u
du w1 w1
€Xr— = _——— =
dx 2 2u 2u
2udu  dx
w—-1 oz
Inju*—1] = In|z|+In]|C]|
Y\ 2
In (—) —1‘ = In|Cx|
x
2
<Q> -1 = Cz
x
W —a? = O
vt = 2?4 Ca’.
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Ejemplo 5 ' = ,y(0)=1.
vizy 'Y
d d
Solucién: Sea u = x + y, de donde—u:1+—y
dx dx
du l_dy 1
dx Cdr u
du 1 +1_1+\/ﬁ
di .~ +/u WV
vV du = dx
14+ Vu
Sea u = 22 entonces du = 2zdz de donde
22
- dz = dzx
1+=2

1
2(2—1+—)dz = dx
1+ =2

2
2(%—24—111\14—2\) = z+C

22 —22+1n(1+2)? = z4+C
u—2vu+In(l++vu)? = z2+C
r+y—2/r+y+Im(l+vr+y)? = z+C

Usando las condicién inicial y(0) = 1, es decir = 0, y = 1 tenemos que 1 —2+1n2% = C de donde
C =2In2 — 1. Asi obtenemos la solucion,

y—2vVr+y+In(l++/z+y)?=2mh2-1

d
Ejemplo 6 Resolver Qxyd—y = 42% + 3y°.
T

Solucién: Esta ecuacién la podemos escribir como

dy r 3y dy 1 3y
S NS SN RS Y
dx y+2a: dx y/x+2x
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d du
Sea u = J entonces y = uxr 'y & _ u + r—. Entonces
z

dx dx
. du 21 . 3
u+r— = 2—+ —u
dx u 2
du 2 u  ur+4
Xr— = — —_ =
dx u 2 2u
2u dx
2y = =
uz +4 Y x
In|u’*+4] = Injz|+InC
uw?+4 = Cx
%
3 +4 = C’x
x
v’ + 42 = Cx.
d
Ejemplo 7 Resolver xd—y =y + (22 —y?)2, y(1) = 0.
T
d d o 1/2
Solucién: 27 = y+ (22 — )2 = A S <y> :
dx dr =z T
d d
Sea u = g. Entonces y = uxr = Y _ u+ x—u. Asi,
T dx dx
d
u—i—xd—z = u+(1—u?)Y?
du
QU (122
xd:x ( u”)
du |- dz
V1—u? z
sen'u = In|z|+C

sen 'Y = In |z| + C.
x

Usando las condiciones iniciales z = 1, y = 0, tenemos que sen !0 =1In1+4+ C = C = 0, de donde
obtenemos

sen = Inl|z| = v_ sen(In |z|)
T

e Rl

= zsen(ln|z|).

2 Reduccion de Orden

Es muy frecuente, en las ecuaciones diferenciales poder reducir de orden a objeto de obtener una
ecuacion diferencial de mas facil solucion. Estudiaremos como resolver una ecuacion diferencial de
la forma

F(z,y,y,y") =0.
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Veamos los siguientes casos:
Caso 1: En la ecuacién diferencial falta y, es decir, la ecuacién tiene la forma F'(x,y’,y"”) = 0, la
cual resolveremos con el cambio 4y’ = u, para obtener

F(z,u,u") = 0.
Ejemplo 8 Encuentre la solucion general de la ecuacidon diferencial x?y" + (y')* = 0.

Solucién: Sea u = 3. Entonces u” = ¢ y la ecuacién z%y” + (y')? = 0 viene a ser 2?u’ + u? = 0.

Ahora resolvemos la nueva ecuacién usando separacion de variables:

1
2 +ut=0 = v+ —u’=0

2
o du 1=
—_— = ——
dz x?
du dx
1 1
— —— = — 4 C1
u
i 1 1+Cx E 41
u o x 1+ Ciz
De donde nos queda la ecuacion diferencial,
N D
1" 1+ Cix
Lagii™] 1
I ¢y, C 1+Cix
r In(l14+Ciz
y = ( 12) + Cy

Caso 2: En la ecuacién diferencial falta x, es decir, la ecuacion tiene la forma F (y,y’,y") = 0.
_dz dz dy dz

= - = = = — - z, tenemos que la
dx dy dx dy 4

dz
G — | =0.
(025
2,1

Ejemplo 9 Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial y*y" = v/'.

!/

Haciendo el cambio ¢y = z y observando que 3" = z

ecuacién se transforma en

Solucién: Como en la ecuacién y?y” = 4/ falta x, estamos en el segundo caso, y tenemos que hacer
dz

el cambio de variable, z = 1/, i = y”, con lo cual obtenemos
Yy
dz
2
Z— = 2.
Yy dy



Asi,

dz dz
2 0% _ 202
yzdy z = ydy 1
— dz:—‘g:>z:———|—0
Y )
dy Cy—1 y
— = dy =d
— dx Y Cy—ly v
:>/ 1+1 1 /d
_ = . = €T
cTCc Ccy—1)%
y  In(Cy—1)

De donde obtenemos la solucion:
Cy+In(Cy — 1) = C?z + Cs.
Ejemplo 10 Resuelva la ecuacion diferencial yy = (y')* (1 — ' cosy + yy' seny).

Solucion: En la ecuaciéon

gy = ()’ (1 — ¢ cosy + yy' seny) (2)

d
no aparece la variable x, de modo que estamos en el segundo caso. Sea ¢y = z. Entonces, iy’ = zd—z
Y

y, substituyendo en (2), obtenemos

d
yzd—z = 2% (1 — zcosy + yzseny).
Y

Si y es constante, entonces z = 0 y ambos miembros de la ecuacién se anulan, con lo cual y = C' es
solucion de la ecuacién. En caso contrario, z # 0, y podemos dividir por z para obtener

dz (1 N )

— = 2z(1—zcos zsen
ydy yrty Yy

d coS

- E—22—y—|-225eny

dy Yy

dz 1 5 ( cosy)

— — — —z=2z"|seny— )
dy Yy (0

2 o
Denotando T 7', la dltima ecuacién viene a ser

Y
, 1 2( cosy)
2 ——z=2"(seny — :
) )

y esta ecuacién es de Bernoulli. Haciendo el cambio v = 27!, tenemos que v’ = —z~2%', de donde

2 = —2z%4' obtenemos
1 cos
—22u — 2 =2 (seny - y)
Yy Yy
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y simplificando obtenemos la ecuacién lineal de ler orden

u  cos
- = y_ sen y;
Yy

aplicando el método del factor integrante, u(y) = el v = eyl = ly|, obtenemos la solucién

uzl</y(cosy—seny> dy—i—C'),
Yy Y

de donde
1 1 1 1
- == (cosy —yseny)dy +C | < —=—(ycosy+ C)
z oy Y
d 1
éz;:—(ycosy—i-C)

< x=Clnly|+seny+ Cy.

2 /

Ejemplo 11 Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial yy"” =2 (y')” — 2y/'.

d
Solucién: Sea z =19/, 3"’ = zd—z Asi,
Y

y' = 2(y) -2
d
yzd—z = 22%2 -2z
dz
o )
d
z 2@

7 ol Y
Injz—1] = 2In|Ay|,AeR
In|z —1] = In(Ay)?

2—1 = (Ay)*,

como z =y,

dy

—= = (Ay)?+1

I (Ay)” +
dy

A1~ @
1
Zarctan(Ay) = z4+C,CeR
arctan (Ay) = Az + AC
tan(Az + B
y = W’B:AC'

Correcciones: Boris Iskra
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